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Abstract 

In this research, feed-forward artificial neural networks is used to approximate Bissell functions of the first, 

second and third types. We have taken the Levenberg Marquardt (LM) algorithm to train this artificial 

network. The practical results proved a high efficiency in approximating the Bissell functions, where we 

obtained very close results. For the exact results of the functions, we used the Matlab 2020 program to train 

artificial neural networks. 

 
  ستخلص الم

الشتتبتاا البيتتالاص ااعتت ناتلاص تاا الدلاذاص االاللاص لدوال  يسا  نلااتتو لا النوا ااس  سالثالي سالثالث سقم باستتداما  في هذا البحث قمنا 
ااعتتت ناتلاصق سقم اتادل النداال البم لاص كفا   لدمرل  هذه الشتتتبتص  Levenberg Marquardt (LM)للافيناياك لاركوارا اخذلا خوارزللاص 

لدمرل   2020ا نالالل لاتلاب نبص جماً ل نداال المضتتتتاولص ل مسا ق سقم استتتتداملعاللاص في توال  يسا  نلااتتتتو حيث حيتتتت نا ع م لداال لوار 
 الشبتاا البيالاص ااع ناتلاص.

 .لابالمات قباوق خوارزللاص للافيناياك لاركواراق توال  الشبتاا البيالاص ااع ناتلاصق تب لام االصق يسا الكلمات المفتاحية:
 مقدمةال 1-

دوال  يسا  نلااتتو ل)الا في( الدو يماص ل ا أ لوو  ندمرل  الشتتبتاا البيتتالاص تاا الدلاذاص االاللاص للالدشتتار البتاتتي  البحثفي هذا 
كولها لاجحاً ل بميم لا الماتتتتتتااو ل القلااستتتتتتي تمثو ت الاواً لا المباسف أن شتتتتتتبتص االدشتتتتتتار البتاتتتتتتي ل ا أ لا النوا ااس  سالثالي سالثالث.

لضتتتتتتمولص الوعتتتتتتو  الم الهمف اتا كان عالو الدب لام عتتتتتتلايا بما الات الكفااص أا الها تبالي لا لشتتتتتتت ص الدوارب الب ي  باتتتتتتا  لاتتتتتتارها 
ق هذه عا تلك هناك لشتتا و تبي فضتتلاً ل  ل وعتتو  الم النو ص المث م سالناتل لا استتدبما  عالو تب م تانل اتنا  الدمر  (Zigzag)المدباج

ل وعتتتو  الم  عا ااف الدكااراا الشتتتبتصاستتتلاما في ت الاواا الماتتتااو المبوم  سلحداج الم سقل كايا لدمرلاها قم ااتتتدلاا  ستتتاعاا فضتتتلاً 
  الحو االثو.

لق الدي تفكا  امتا أن تاجع علم الإغا  ياجع تارلخ الشتتتتتتتتتتبتاا البيتتتتتتتتتتالاص علم لا هو أقم  لما ابدومه لبفم النالآ. في حيا أن فكا   ا لص
الوملا ق سوف لاكز ع م ااحماث الاالاالاص الدي أيا علم ت ور الدفكيا حو  الشبتاا البيالاصق الدي الحااا شبايدها سازيايا ع م لا 

 .افص ع م الدمرل المب (Perceptron) باستتدباان لموتج لا لاص عيتتالاص عتتناتلاص تمعم (Rosenblatt) ( قم  البالم1958عا  ):الاتتنيا
قاعم  الدب لام بإشتتتتتتتتتتتتتاافق الدي تبدمم ع م تو يو الا أ اتنا  عم لاص الدمرل  الدي  (Widrow and Hoff) ( اخداا البالمان1960عا  )

تدضتتتما تيتتتنلاا النماتجق سفي لهااص الاتتتديناا الم الثماليناا لا الوان المالتتتي شتتتهما الشتتتبتاا البيتتتالاص ااعتتت ناتلاص ركويا باتتتا  
لحمسيااا لفالاا الدب لام الموجوي  في تلك الوقل, لكا الد ور الكايا في الشتتتتتتتتتبتاا البيتتتتتتتتتالاص ااعتتتتتتتتت ناتلاص كان بفهور لالوص الدب لام 

قم  خوارزللاص االدشتتتتتتتتار تاا ااتساه البتاتتتتتتتتي بأستتتتتتتتداما  لالوص  (Kohonen) ( ع م يم البالم1982ا  )ع.بالداتي  الذاتي ل ايتتتتتتتتاا 
شتتتتتتتتتهما لهااص الوان المالتتتتتتتتي .[1]لورا هذه ال الوص (Ronald William amdRnmelhart) م يم الباحثيا( ع 1986عا  ) .الدب لام

  (Ross J. Maxwell) . لنها المسا  ال اي استتدبمو البالمهت ورا ل حوظا في استتداما  الشتتبتاا البيتتالاص ااعتت ناتلاص في لسااا عم
المالضتتص الحاسلص ع م اسرا  لا خلا  تح يو الالاالاا ( شتتبتاا عيتتالاص اعتت ناتلاص لدميز عيناا االاتتسص الحلاص الاتت لامص لا 1993عا  ).

بالدميز البا  ااستولاتلاتي للألواا الماد فص ل كاسلوسولاا فضلا  (Errington) المأخوت  لا جهاز الاليا الملاناللااي كما اسدبم ها البالم
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لح الوجت حدم نوجوي تشتتتولع سعم  سلتتتو  االنلاص لا خلا  الدباف ع م البيتتتماا سللا عا استتتدبما  الشتتتبتاا البيتتتالاص في المسااا
الا في لسا  الاتتتلا ا  فان ل شتتتبتاا البيتتتالاص ت الاواا ساستتتبص فوم تم استتتدبمالها لد ولا الفمص للاحلاص ل اتتتفا امتنها تفاي  . االضتتتا اا

الاتتتتتتتتت وك غيا  ت  (dc motor) البقباا اتنا  الملاحص في االا ا الضتتتتتتتتتلاوص كما استتتتتتتتتدبم ل ل دحتم في ستتتتتتتتتاعص لحاك الدلاار الماتتتتتتتتتدما
 PID) لالوص جميم  لا لاااق المالا ا الدناساي الدفال ي (Chunchao  andGuoshan) ( قم  الباحثان2006في عا  ).[2]الا ي

controller)  لاتتدنم  ع م استتدبما  الشتتبتص البيتتالاص ااعتت ناتلاص تاا االدشتتار البتاتتي (BPNN) مرب باشتتااف ل وعتتو  الم النو ص ت
اا ان هذه ال الوص ب يئص لوعا لا لما يفع  (Steepest descent) سهو لا ااتتتتمم نتتتتتتتتتتتتتتتتت (Local minimum point) اليتتتتلاام المح لاص

 ستالبال وعتو  الم النو ص الم  وبص سهو لا أع م الشتبتص الحمارا  (SD) نما لا (conjugate gradient) الباحثيا الم استدبما  لالوص
( الشةةاتاا البوةةا اي  ااعةة  اعي  2006)عام بلال دراسةة   لميس، الباحثان كما اجام  .سلا تم ستتتاعص عاللاص في الوعتتتو  الم ايلم لو ص

وتم تدرياها باستخدام  خ ارزمي   feed forwardاستخدم شات  متبددة ال اقاا من ا ع  في استخلاص الضجيج من أجهزة إدراك التلام،

مرشةةةةل نالمن الي الي الم  ر ةزال  اللااسةةةةتقراري  والضةةةةجيج من التلام ومدي فاع يتها في هذا المجال وهذا يت س دافم ا   اسةةةةتخدامها 

يق بال  لذلك عن طروياقى إزال  الضةةةجيج من التلام مةةةةدل  تطد  ةع ات اسةةةت تاجاا وااةةةط  وبالتالي الشةةةاتاا البوةةةا اي  تقدم أداة ف

يراستتتتتتتتتص لفيتتتتتتتتت ص عا بب  خوارزللااا تب لام  Pintelas , livieris( أجام كو لا2011سفي عا  ) . [3]اسةةةةتخدام شةةةةاتاا أنير ت  را
( قم  الباحثيا يراسص عا حااب عالو الدب لام لادنم ع م لشدوص  2013في عا  ) .الشبتاا البيالاص ااع ناتلاص تساا الدلاذاص االاللاص

سو  الاتتتتان لا ( شتتتبتاا عيتتتالاص اعتتت ناتلاص ل دنا  بح2015.ففي لسا  لمذجص الاتتتتان استتتدام  الباحث )هشتتتا ( عا  )[4]يالص ستتتلاتموي
البيتتاوللاص ت الاواا فبالص سجيم  في لسااا هنمستتلاص سع ملاص كثيا ق سخاعتتصً عنم الدبالو لع  ل شتتبتاا.[1]حيث لمو ستو   اعماي الاتتتان
حيث امتا لااقبص بب  الفواها ال الاص لثو الم شتتتتتتتااا اليتتتتتتتحلاص الماد فص. لوم  قا دشتتتتتتتاف الفواها ال الاص:حسم كايا لا المب لااا لنها

الدنا  باستتتبار ااستتتهم في ستتتو  الما   تذنذب .استتتداملل الشتتتبتاا البيتتتالاص في للاحفص لموتج الدنا  المناستتت  ل بلاج لوعتتتفص المال 
البيتالاص لا قاو عمي لا المح  يا الفنييا لقلاالآ تنا اا  استداملل الشتبتاا قاستبار ااستهم س ل شتااا ااستبار لثا  لبوم لدبمي اابباي

لنح الواسن ااادماللاص  أجزا  .عا استتتتبار ااستتتتهم لوانو عمي لا البناعتتتتا الم تا  لثو اايا  الاتتتتانق ل اتتتتو  س الم شتتتتااا ااقديتتتتاياص
ا البميو س تب لامت س عم ت س عناعتتتا لا هذه المب ولاا عم قعا البميو المدوم  ل حيتتتو  ع ي قان  لدنوعص لا المب ولاا تباف عاي

اخام لمتا ان تكون لداحص. ببم تمرل  الشتتتتتبتص البيتتتتتالاص ع ي الالاالاا الدارلالاص تاتتتتتد لاع الشتتتتتبتص البيتتتتتالاص ان تح و لبفم لواعتتتتتفاا 
   ااسبارلااقبص ظاسف تشلايو ا اا  لمتا ل شبتاا البيالاص ان تاف .البميو س تاداملها لدينلاا البمو كبميو جيم اس عميو سيئ

بمو بشتو ل دمييز نيا اعواا الما يناا عنملا ت حيث امتا تمرل  الشبتاا البيالاص قباسدلالا  الااا  في لسا  اليلاالص الوقاالاص للآاا
قاو  لواي  لاتتدوالاا ببم فدا  الدمرل  ت ك امتا استتداما  خاا  الشتتبتص لدحذيا الفنييا عا الب و قكمشتتت ص لالابي ساعتتواتها عنملا اتون هنا

تدحتم الشتتتبتص  قلحاك لا لا sensors البيتتتالاص هنا في تح يو الممخو الي حاتتتاستتتاا القلاالآ عيار  المحاكاا  تاتتتدام  الشتتتبتاا.حمستت
لبالسصال لااا ق المبارف ا داابقالوقوي اسدهلاك لكيدنسز همفا لا لثو خف   قالبيالاص في البناعا الم تا  الماد فص حيث ابمو المحاك

لبالسص  قارالوا  المنفولاا الماتتتتاعم  في اتااتق ال اي ت الاواا لالاص   لثو الدشتتتتالا ر.لتتتتلاص اليتتتتو ق الدباف ع م المحارفق ال الاعلاص
لماتج ل شتتتبتاا البيتتتاوللاص الميناللاتلاص تاا  ارببص استتتدام  (2018) عا  يراستتتص عزلزففي  .الدحتم سااتمدصقسالابوتلاص الإشتتتار  سالا لص ا للاص

يا  أالدلاذاص االاللاص ساالدشتتتتتتار البتاتتتتتتي ل ا أ ل دنا  ببتار  الملااه لا لح ص تنقلاص الملااهق استتتتتتداملل نلاالاا عتار  الملااه ل دحوق لا يقص 
ي لح ص   بقلامدهاقسهو لايمعم استتتتتدامالها فسالدناأتادل النداال قمرتها في لمذجص سلحا ا  الاتتتتت وك غيا الا ي ل بتار  حيث  هذه الشتتتتتبتصق

ع م  اه فيزلاالااً عن اسداما  البارالدااا الم ت كماق تنقلاص للااه الشاب ل مااهمص في تحويق ااسدواار في عمو المح ص ستو يو تكاللاا الدشلايو
الملاغ  سرا ألفا  تشتتتالا  لكشتتت   (2021) عا  فاتا فاي ق الباحثان اقدا  .[5]قلام عتار  للااه الشتتتاب الماشتتتحص احاتتتا أيا  هذ  الشتتتبتص

لكشتتت  لن وص  SOMفي عتتتور  الاليا الملاناللااتتتي بااعدماي ع م الشتتتبتص البيتتتاوللاص حيث استتتدام  في الامااص شتتتبتص لا لوا  ستيتتتنلافها
امي  أخري ذاا تغذي  أم ق لبالسص اليتتتتور  ستحاتتتتينهاق ببم تلك تم استتتتدالا  بب  الاتتتتماا سالايتتتتاا  لدمرل  شتتتتبتص عيتتتتاوللاصالور 

نما  .[6]لتشةةةخيو ا ع ال رم ب اتىع ى الخوةةةالو المتتشةةةت . وأاهرا ال تالج دا  وم ظ اي  ال  ام ندداة مةةةةاعدة ل تادر ال اي الممار 

عن الارمجياا الضةةةةةارة في ا ام أادرويد.اتيج  ازدياد عدد  الشةةةةةاتاا البوةةةةةا اي  ل تشةةةةة  (2021عام ) راايا ،روع  اسةةةةةتخدم الاا ياس

إيجابي في تطةةةةين التشةةة  عن الارمجياا الضةةةارة وذلك  اله ات  المطم ل  ،واسةةةتخدامها ناس لث أظرالت ايقاا الم تشةةةرةع ى المتجر في 
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القدرة ع ى م اجه  الهج م والأذي الذ  يتةةةةةات الت ايق  يت ا  ع ى عدد  ال اقاا وعدد البوةةةةا اياا المةةةةةتخدم  لا ات الشةةةةات ، نما لها

تكما أهملاص البحث  . [7]في تطديد ا ع و ال  الت ايق  لا ات شةةات  عوةةا اي  تةةةاعدالمشةةا ة من خلال ااعتماد ع ى مجم ع  من الميزاا 
المسا  خاعتتتص في المسا  البوماص سالمسا  الدي تكون لا  في ااعدماي ع م الذكا  ااعتتت ناعي سالشتتتبتاا البيتتتالاص ااعتتت ناتلاص في توال 

ثو سالشتتتبتاا البيتتتالاص ااعتتت ناتلاص لحو ل سالذكاالاصغيا قان ص ل حو لا ااستتتالآ بال ا  ااعدلااياص لذلك ل سأ ل  ا  البمياص  اليتتتب  اس
 .هتذا لاااو

 الشبكات العصبية الاصطناعية -2
ان ااهدما  البا  بالشتتتتتتتتتبتاا البيتتتتتتتتتالاص ااعتتتتتتتتت ناتلاص لا الايتتتتتتتتتاا  المميز  الموجوي  فيهاق سقمرتها ع م تساسز لويماا الحو 

( الدي تبم أستتتاستتاً Parallelismتلاص هي الدلاازها بااعتتتلاص الدواز  )ااعتتت نا الدو يم  أس لحمياتتق سلا أهم خيتتتاا  الشتتتبتاا البيتتتالاص
لبمارلاً ل شتتتبتاا البيتتتالاص ااعتتت ناتلاصق عت عن كو الالااا في الشتتتبتص تبمو بشتتتتو لدزالاق أ  امثو الدواز  قمر  الشتتتبتص البيتتتالاص ع م 

يالاص قمرتها ع م الدكلاا سالدنفلام الذاتيق ستوفاالشبتاا البلبالسص الالاالاا بااعص عاللاص جماً حدم عن كالل كملاص الالاالاا لامصق سكذلك 
البيتتتتتالاص  تبم الشتتتتتبتااس  .ااعتتتتت ناتلاص قمراا لبالسص لوتوقاً نها سفضتتتتتلا عا قان يدها ع م الدكلاا لا خلا  تبميو أسزان ارتبا  خلاااها

شتا  عي سالدي تماتو البوو البشتا  سالديتاف البااعت ناتلاص لا الوستااو المباعتا  في هذا البيتا الدي تاتدام  الااا  سالذكا  ااعت نا
 .بحيث تكون قايرً  ع م البمو بتفا   عاللاص ع م الاغم لا كو المبوقاا

. [8,4] يدأتا أيا  هذه الشتتتتتتبتص ببوالو عميم  لنها اخدلاار لوتلاص فئص الدمرل , أسزان الشتتتتتتبتص ااندماالاص, لاتتتتتتبص الدب م, يالص الدنشتتتتتتلاص
لا الالااا سلبوص لافلاص ساحم  نتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت  𝑛ع م شبتص تاا تلاذاص الاللاص تدكون لا لبوص اايخا  ستحدو  ع م بحثال اسدنا في هذاتداكز ير 

  𝑁1   لا الالااا سلبوص الإخااج تحدو𝑁2 ( 1لا الالااا كما في الشتو.) 
 

 
 شبكة متعددة الطبقات (1)الشكل                                                 

 لبافص بالشتو ااتي (target) لدكا لسموعص الدمرل  لتولص لا زسج لا نلاالاا اايخا  سالإخااج الم  وب

(𝑝1, 𝑡1), (𝑝2, 𝑡2), … , (𝑝𝑚, 𝑡𝑚) 
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𝑝𝑖عت أن ∈ 𝑅𝑛 تمثو لدست اايخا  لكو𝑖 = 1,2 … , 𝑚سان𝑡𝑗 ∈ 𝑅𝑁2 تمثو الإخااج الم  وب (target) . سان الشتتتتتتتتتتتتتبتص تدب م عا لالق
أ  تزسي الشتتتتتتتتتتتتتبتتتتتتتص بتتتتتتتو لسموعتتتتتتص الدتتتتتتمرلتتتتتت   (Batch SBP) سبنفتتتتتتا  التتتتتتمفبتتتتتتص الواحتتتتتتم  (Supervised Training)المشتتتتتتتتتتتتتاف

(𝑝1, 𝑡1), (𝑝2, 𝑡2), … , (𝑝𝑚, 𝑡𝑚) تو شتتتتسزان عّت ان الميو  المحاتتتتوبص في كو اقاو القلاا  ببم لاص تبميو ااسزان سببم تلك توو  ندبميو ا
 في هذه ال الوص تكون بالشتو الدالي 𝐸(𝑤)سزان سان يالص الا أاتمرلاي تضاف لببضها البب  لدحميم الدلاييااا في ا

(1) 𝐸(𝑤) =
1

2
∑ ∑(𝑡𝑗𝑖 − 𝑦𝑗𝑖)

2

𝑚2

𝑗−1

𝑚

𝑖−1

 

,𝑡𝑗𝑖في لبوص الإخااج اعدمايا ع م لدست اايخا   𝑗اخااج الا لاص  𝑦𝑗𝑖حيث ان  𝑝𝑖 الإخااج الم  وب (target)  لا الا لاص𝑗  اعدمايا ع م
 امتا الوو  ان لاتألص تب لام اً ان تب لام الشتبتص يدحوق اتا كالل قلامص المالص الا أ عتلايا  جماً ات (1). للاحظ لا المبايلص 𝑝𝑖لدست اايخا  

حاتتتتتتتتتتتت  لفا  المفبص  (1)الشتتتتتتتتتتتتبتص البيتتتتتتتتتتتتالاص ااعتتتتتتتتتتتت ناتلاص تاا الدلاذاص االاللاص تدمثو في تيتتتتتتتتتتتتلايا يالص الا أ المبافص في المبايلص 
 سلمتا علااغص الماألص بالشتو ااتي.الواحم 

(2)       𝑀𝑖𝑛(𝐸(𝑤)), 𝑤 ∈ 𝑅𝑁 

لاتتتتااو االث ص غيا المويم  سبذلك امتا استتتتدبما  لاااق سلفالاا االث ص غيا المويم  لحو سزان في الشتتتتبتص سهذه لا اتمثو عمي ا Nاتن 
 . [10ق9 ,1] أعلاه الماألص في

  
 Levenberg Marquardt (LM)  ماركوارت كليفينبير  خوارزمية -3

لمواربص ستتتتتتتتتتتتاعص الدمرل  لا المرجص الثاللاص يسن الحاجص علم حاتتتتتتتتتتتتاب  Levenberg Marquardt (LM)تم تيتتتتتتتتتتتتملام خوارزللاص
 م النحو ت توداب علااتتلاع م افداان أن سظلافص الا أ هي لوا لا المسموا الدابلابيق تم امتا أن تكون ليتتفوفص    .Hessian ليتتفوفص
 :الدالي
(3) 𝐻 = 𝐽𝑇𝐽 

 الدمرج ع م النحو الدالي سلمتا حااب 
(4) 𝑔 = 𝐽𝑇𝑒 
 جا وبيي ليفوفص تحم .الدي تحدو  ع م المشدواا ااسلم اخ ا  الشبتص الاما يدب ق بااسزان س الدحيزاا جا وبيهي الميفوفص  :𝐽حيث
 الدالي تم امتا تبميو الدحميث ع م النحو .أخ ا  الشبتص هي لدست eحيث  ؛لاالاانتك فص حاانلاا لا ليفوفص  أقو 

(5) 𝑤𝑘+1 = 𝑤𝑘 − [𝐽𝑇𝐽 + 𝜇𝐼]−1𝐽𝑇𝑒 
𝜇بالناتتبص علم.هي لقلاالآ رقمي يدحتم في ستت وك الاوارزللاص𝜇المب مص =  انلالالوص ليوتاق باستتداما  ليتتفوفص  لااتتتدبع الاوارزللاص  نإفق 0
  .[11,9]االالاالي لهذه الاوارزللاصالاما ي ي الما ص بحسم خ و  علايا. لدمرجاً الحماراً عاللاصق ايبح هذا  𝜇عنملا تكون .الدوالالاص
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 Levenberg - Marquardt خوارزللاص لا ص الالااني لاوارزللاص الدمرل  لع (2)الشكل

 ـلـــــــــــــــبيســـ دوال -4
 الدي تأخذ الشتو ااتي   nيسا  نلااو تبار  عا الح و  المادو ص خ لااً لمبايلص نلااو الدفال لاص الا لاص المدسالاص لا الاتبص 

(6) X2
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
+ 𝑋

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+ (X2 − n2)𝑦 = 0 
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اتتتتملاص نها الااتتتتمون المبايلص ت( تكون لبايلص تفالتتتت لاص لا الاتبص الثاللاص نناً  ع م الدفالتتتتلاا المدب وص 6ع م الاغم لا أن لبايلص نلااتتتتو ) 
)رتبص يالص نلااتتتتتتتو( عمي أخدلاار  حقلاوي أس لاك . ان  n حيث nسللاس بأع م رتبص تفالتتتتتتت لاص فيها فنوو  لبايلص نلااتتتتتتتو تاا المليو  المليوق

( عت استتدام  المالص لا الاتبص اليتتفالص حلًا لماتتألص تذنذب 1732البالم الالالتتي يالييو نالولي أس  لا أع م لفهو  يالص نلااتتو في ستتنص )
( في تح ي ت لذنذباا اللاشتتتا ق تم ببم تلك قم  البالم 1703-1783. سيرستتتها أاضتتتاً ليولاري ياسل ا)[13,12]ستتت اتتت ص لب وص لا لاف ساحم 

( تبملام هذه المبايلص ببم أن ساجهدت في يراسدت لحاكص الكوا   سالذ  ا دشفها عنملا 1784-1846الفالاي الف كي سالالالي سل لام نلااو )
ستفها ااضتتا في اهدزازاا الاتتلاستتو سااغشتتلاص المااالص سالدشتتار الدلاار الكهابااي في النواقو  قعتتلااغص لاتتألص في الحاكص الكوكالاص ان احاس  

 ااستتت واللاص سغياها لا لاتتتااو الالالتتتلااا الد الاقلاص. تباف يسا  نلااتتتو أاضتتتاً نمسا  ااستتت والص أس الدوافقلااا ااستتت واللاص ستلك الها تمثو
. لذا ستتتتميل هذه المسا  نمسا  نلااتتتتو لاتتتتبص ل بالم االمالي نلااتتتتو سهو [19-16] انلالآ في ااحماتلااا ااستتتت واللاص سالكاسلصالحو لمبايلص 

الا و  سللاتاللاتا الكون سكان أس  لا قم  تح يلًا لنفماً ل ح و  المباسفص نمسا  نلااو    الف ك سالمنحنلااا ع معالم ألاف الكثيا علم ع و 
 ( هو  6ل مبايلص الدي تحمو اسمت سالحو البا  ل مبايلص )

(7) 𝑌 = c1 𝐽n(𝑥) +  c2 𝐽−n(𝑥) 

 . [14, 13]توانل اخدلاارلص 2cق1cهي يالص نلااو لا النوا الثالي سهما لادولان خ لااً سإن 𝐽−n(𝑥)هي يالص نلااو لا النوا ااس ق𝐽nحيث 
  نلااتتتتتتتتتتتتتو أهملاص كايا ؛ خيتتتتتتتتتتتتتوعتتتتتتتتتتتتتاً سلحا لدبالو لبها في كثيا لا ااحلاان لثو لا لدبالو لع المسا  المث ثلاصق كما أن الكثيا لا لمسا

الدكاللاا امتا الحيو  ع م قلامدها نواس ص يسا  نلااو. لسم في اجاا  علااغص بب  الماااو الد الاقلاص البميم لا المباياا الدفال لاص 
تكما اهملاص يسا  نلااو الثلاث الاالاالاص في ت الاواتها في الماااو الالاللاص سالفيزلاالاص .خاعص تامم بأسما  لتدشفيها المهمص تووي علم يسا 

فها تسالكلاملااالاص سالهيمرسييناللاتا سالهنمستتتتتتص الإلكداسللاص سالملاتاللاتا سفي لاد   الب و  ااخام. كما عن لمسا  نلااتتتتتتو أهملاص كاام حيث ألها 
سبيتتور   لسمها في الكثيا لا الماتتااو الالالتتلاص سالفيزلاالاص الماد فص الديباتتو الدفالتت لاص يالتت لاص تباف باستتم لباياا  ح و  لمباياا تف

في قا  يااا  سكذلك في ح و  لبايلص الموجص سلاتتااو القلام الحماص  الحاار خاعتتص في الماتتااو الدي تدضتتما أشتتتاا يااالص لدحميم توزلع 
 .صالإحماتلااا الكاسل أس ااستتتتت واللاصالإحماتلااا  في ه مهولدز سلبايلص لبايلص انلالآ اتتتتتو عنم الحاجص لح و لاتفها لبايلص نق [20]سغياها

ستتتتتالان لاتتتتتااو ستتتتتالان الحاار ق  لاتتتتتااو ق لاتتتتتااو ستتتتتالان الموااعقفي لاتتتتتااو الدشتتتتتار الموجااسخاعتتتتتص لذا فإن لمسا  نلااتتتتتو تاا أهملاص 
لاص  لاص في يليو الموجص  لنهاس  الهالص سلا ت الاواتها سلسا  الساتنلاص.الكهابا قحاكص الموجاا الكهاسللاناللااتتتتتتتتتتتتت لوجاا كهاسللاناللااتتتتتتتتتتتتت

تو لاتتااو االدشتتارع م شتتفي جاتتم يااا  )ح وي( غشتتا  عتتناعيق  الما  الدذنذبق قالون توعتتيو الحاار  في جاتتم استت واليق ااستت والي
م الا و  تكث  الدلاار الكهابااي ع لساتم ل يقق ااهدزازاا الباتلا ص لالاص لانق  ااحماتلااا الكاسلص( ح و  لبايلص شتاسيلسا)فيق شتبتي

الموجاا  قالسز  الشتتتتتباعي لا لبايلص ه مهولدز في الإحماتلااا الكاسلص ستتتتت والص جوفا قالسالالاص لنواقو استتتتت واللاص.السهم الكهاسستتتتتداتلاتي بأ
باا لبايلص الدوعتتتتتتيو الحاار ق الذنذتمفق الاتتتتتتوااوق في اليتتتتتتور  الو الاصق لكاسلص في الإحماتلااا ااستتتتتت واللاصق لبايلص الموجص الماتتتتتتدولص سا

  سهناك ت الاواا أخام لمسا  نلااو كما في لبالسص الإشار وق يحمالدق الضلاص في سالموجاا الموقوفص لت مااا  ال)ااهدزازاا(ق تنذباا غشا  
 .[20ق19]) لثو اع ناا الإف ع  ق لافذ  كإاااق لاشح نلااو( 

  الثلاث الرئيسية لـــــــــدوال بيس -5
 Bessel Functions of the First kind           دوال بيسل من النوع الأول                       

الحو ااس  الناتل لا استتتداما  لالوص لداتتت اتتتلاا  ع ي الها 𝑛 اا الاتبصت 𝐽n(𝑥)تباف يالص نلااتتتو لا النوا ااس  الدي يالز لها 
( ستباف يالص نلااتتو لا النوا ااس  نمالص 7قسالدي عافل في المبايلص )𝑛الوو  لحو لبايلص نلااتتو الدفالتت لاص الا لاص المدسالاتتص لا الاتبص 

 لدا ا ص لا ك ورلا
(8) 

 

 

 

𝐽𝑛(𝑥) = (
𝑥

2
)

n

∑  

∞

𝑘=0

(−
𝑥2

4
)

𝑘

𝑘! Γ(𝑛 + 𝑘 + 1)
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 ) Gamaa  Function 𝚪     ) ال  جامايرمز لد     الالز حيث
بويا هذا ابني أن الح يا لم استكون بالدالي الح يا الباليا ل مبايلص الدفالتت لاص. لاتتدو ص خ لااق   𝐽𝑛  𝐽−𝑛قق تكون المسا 𝑛ل قلام اللايا عتتحلاحص 

 .[20ق15-13]الثاليلنوا ا  المادوو خ لااً اتون يسا  نلااو لا لادو يا خ لااًق في هذه الحالص اتون الحو ااخا

Bessel Functions of the Second kind     ثانيبيسل من النوع الدوال                                   
عمي غيا عتتتتحلاحق  𝑛الت عتا كان  قبما أن لبايلص نلااتتتتو هي لبايلص تفالتتتت لاص لا الماتبص الثاللاصق فينبلاي أن تمد ك ح يا لاتتتتدو يا

س  𝐽𝑛(𝑥)لاتتتتتتتتتتتاسلاً عميا عتتتتتتتتتتتحلاحا فإن الداببيا 𝑛ق علا عتا كان  𝐽−𝑛(𝑥)س  𝐽𝑛(𝑥)تمد ك ح يا لاتتتتتتتتتتتدو يا خ لااً هما  (6)فإن المبايلص 
𝐽−𝑛(𝑥)  .تباف يالص نلااو لا النوا ااس  الدي يالز لها لدااب ان خ لااق سلا تم فهما امثلان حلا ساحم  𝑌n(𝑥)تاا الاتبص 𝑛 ع ي الها 

قسالدي عافل في 𝑛الحو الثالي الناتل لا استتتتتداما  لالوص لداتتتتت اتتتتتلاا الوو  لحو لبايلص نلااتتتتتو الدفالتتتتت لاص الا لاص المدسالاتتتتتص لا الاتبص 
ا فداتتتتمم يسا  نلااتتتتو لا النوا الثالي تاستباف يالص نلااتتتتو لا النوا ااس  نمالص لداتتتت اتتتت ص لا ك ورلا في اليتتتتور  الداللاص.  (6)المبايلص 
 [4-1]ق تباف يالص ليولان كماي ي   𝑁𝑛(x)يالز لها بالالز( (Neumen Functionsيسا  ليولان 𝑛 المليو
(9) Nn(𝑥) =

𝐽n(𝑥)cos (𝑛𝜋) − 𝐽−𝑛(𝑥)

sin (𝑛𝜋)
 

غيا عتتتتحلاح نمالص نلااتتتتو لا النوا الثالي تاا  عنملا اتون عمياً عتتتتحلاحاً أس 𝐽𝑛(𝑥)لاتتتتمم هذا الحو الثالي سالذ  هو لاتتتتدوو خ لااًعا 
 هو (6)سلتون نذلك الحو البا  ل مبايلص  𝐽𝑛(𝑥)ل مالص  𝑛لحدففيا نمالص نلااو لا النوا ااس  تاا الاتبص   𝑛الاتبص 

  
𝑌 =  c1𝐽n(𝑥) +  c2 𝑁n(𝑥) 

ندابع نلااو لا النوا الثالي كما 𝑁𝑛(x)  سق يمعم الدابع الناتل نهذا الشتو ندابع ليولان  𝐽−𝑛(𝑥)س  𝐽𝑛(𝑥)كداكي  خ ي لبيا ل ح يا  
هو حو لمبايلص نلااتتتتتتتتتتتوق تلك ألت تبار  عا تاكي  خ ي لح يا  𝑁𝑛(x)فما الوالتتتتتتتتتتتحق عتا كان غيا عتتتتتتتتتتتحلاحق أن  (9)هو في لبايلص 

فالميز  الموجبص لمالص باتتو  .لب وليا لها لاتتدو يا خ لاا عا ببضتتهماق الا عنملا اتون لاتتاسلا عميا عتتحلاحا فإن البلاقص تلامس غيا لحمي 
بو تال   في سستتتص ناكص كايا  لم و   بالما . بالفتشتتتبت كثيااً في الشتتتتو لوجاا الما  سالدي امتا أن تولم ع م ستتتايو المثا  بأستتتوا  حسار 

 [21ق20ق19-17].ظهور شتو هذه الموجاا الدي لها شتو يسا  باو في لفالص الموااع
Bessel Functions of The Third Kind                    سل من النوع الثالثيوال بد             

توجم لا نيا الح و  البالص لمبايلص نلااتتتو ح و  خاعتتتص لفيم  جماً في الد الاوااق لذكا لا نيا هذه الح و  الااعتتتص توابع هالكو 
 ستباف بالشتو الدالي     (Hankel Functions)النوا الثالث نمسا  هالكولا الينفيا ااس  سالثالي فدامم يسا  نلااو لا 

(10) 𝐻n
(1)

(𝑥) = 𝐽n(𝑥) + 𝑖Nn(𝑥)

𝐻n
(2)

(𝑥) = 𝐽n(𝑥) − 𝑖Nn(𝑥)
 

𝐻nحيث
𝐻n ق (1)

لها شتتتتتتأن توابع ليولانق ت س  علم أي يسا  هالكو لا النوا ااس  سالثالي ع م الدوالي. لشتتتتتتيا علم أن توابع هالكو شتتتتتته(2)
𝑥  اللالهااص عنم →  .[20ق19ق17]0

 نتائج تدريب الخوارزمية  -6
الواعها ب ااعتتتت ناتلاص سلوارلص لع لداال المضتتتتاولص لمسا  نلااتتتتولدمرل  الشتتتتبتص البيتتتتالاص  في هذا السز  لا البحث لوو  بمحا ا 

سلداال  ( يولتتتتح الموارلص نيا لداال المضتتتتاولص ل مسا  نلااتتتتو الثلاتص7ق5ق3( حيث ان الاستتتتم )8-3الثلاتصق سكما لولتتتتح في الاستتتتولاا )
تمرل  الشبتص البيالاص ااع ناتلاصق سقم  ( يولح لبم  لابع الا أ الناتل عا8ق6ق4تمرل  الشبتص البيالاص ااع ناتلاصق سالاسولاا )

لاخوت  لدمرل  الشتتبتص البيتتالاص لع  اشتتتا ق سالاما ي ي 7−10ق سبأخذ لقلاالآ ل ا أ 2020تمل نالسص الماتتااو باستتداما  نالالل لاتلاب
= لرتب صحيحة   𝐽n دالة بيسل من النوع الأولمخطط الشكل البياني التالي يوضح فالنداال البم لاص. 0،1، 2 …. 𝑛 
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 الاصطناعية الشبكة العصبية نتائج دالة بيسل من النوع الأول مع نتائج تدريبمقارنة  (3)شكل ال
 

 
 ااع ناتلاص الشبتصالبيالاص مرل لد لبم  لابع الا تأ (4)شكل ال
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 ااع ناتلاص الشبتص البيالاص لداال يالص نلااو لا النوا الثالي لع لداال تمرل لوارلص  (5)شكل ال
 

 
 ااع ناتلاص الشبتصالبيالاص مرل لبم  لابع الا تأ لد (6)شكلال
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 ااع ناتلاص الشبتص البيالاص لداال يالص نلااو لا النوا ااس  لع لداال تمرل لوارلص  (7)شكل ال

 

 
 ااع ناتلاص الشبتصالبيالاص مرل لبم  لابع الا تأ لد (8)شكل ال

 
 
 



 

Al academia journal for Basic and Applied Sciences (AJBAS) volume 3/No. 3 – 2021 December 

 

 

  الاستنتاجات والتوصيات المستقبلية-7
يسا  أخام توال  يسا  نلااو س لادندل لا النداال البم لاص ان الشبتاا البيالاص ااع ناتلاص تاا الدلاذاص االاللاص لها الومر  ع م 

اً لدمرل  ساسداما  خوارزللااا أخام ااض الشبتاا البيالاص ااع ناتلاص ت ولالا بشتو يقيق سبتفا   عاللاص لمتا امتا الباحثيا  ااضاً 
 ل حيو  ع م لداال افضو.الشبتص البيالاص 
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